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Zentralübung

Z10.1. Berechnung eines Volumens mit dem Satz von Gauß.

(a) Folgern Sie aus dem Satz von Gauß: Sei G ⊂ R3 ein beschränktes Gebiet. Der Rand ∂G bestehe
aus endlich vielen glatten Flächenstücken mit äußerer Normalen n(x). Dann gilt

vol(G) =
1

3

∮
∂G

xdo.

(b) Berechnen Sie das Volumen des Körpers G, der von der Ebene z = 0 und dem elliptischen
Paraboloid z = 1− x2

a2
− y2

b2
begrenzt wird, wobei a, b > 0.

Z10.2. Verifizieren Sie den Integralsatz von Stokes für das Vektorfeld

v(x) =

y
z
x


und die Flache F ⊂ R3 mit F := {(x, y, z)T ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, x2 − y2 = z}.

Z10.3. Skizzieren Sie das Richtungsfeld der Differentialgleichung

y′ = 2y · x−1, (x ≥ 1).

Bestimmen Sie die Lösung des Anfangswertproblems y(2) = 1 zuerst näherungsweise anhand des
Richtungsfeldes und anschließend durch Trennung der Variablen.

bitte wenden



Tutorübungen

T10.1. Sei H(x) := (2xy3 − xy, 3x2y2 + x3, y2 + ez
2
)T ein auf ganz R3 definiertes Vektorfeld.

(a) Stellen sie fest ob H ein konservatives Vektorfeld ist.

(b) Es sei die Fläche B := {(x, y, z)T ∈ R3 : 0 ≤ x ≤ 1∧−1 ≤ y ≤ 1∧z = 0} gegeben. Bestimmen
Sie nun den Fluss ∇ ×H durch die Fläche B indem Sie das zugehörige Oberflächenintegral 2.

Art
∫
B
∇×H(x) do direkt berechnen.

(c) Berechnen Sie nun das Kurvenintegral 2. Art über die Randkurve ∂B von B, d.h.
∮
∂B

H(x) dx.

(d) Vergleichen Sie die beiden Ergebnisse und erläutern Sie den Zusammenhang zwischen den beiden
Integralen.

T10.2. (a) Sei G(x) := (xz, xy,−z)T die Abbildungsvorschrift für das Vektorfeld G auf R3. Berechnen
Sie für A := {(x, y, z)T ∈ R3 : 1 − x2 − y2 = z, z ≥ 0} das Oberflächenintegral 2. Art∫
A
∇×G(x) do mit Hilfe des Satzes von Stokes.

(b) Die Abbildungsvorschrift F(x) := y ·

xy
x2

1

 definiert ein Vektorfeld auf R3. Berechnen Sie das

Oberflächenintegral 2. Art
∮
∂D

F(x) do für die Menge D := {(x, y, z)T ∈ R3 :
√

x2 + y2 ≤

1, |z| ≤ 1} mit Hilfe des Integralsatzes von Gauß.

T10.3. Berechnen Sie folgendes Oberflächenintegral mit Hilfe des Satzes von Gauß,

∮
∂A

x

 yx2

y3

cos(y)

+

ez

0
0

 · do,
wobei die geschlossene Fläche ∂A der Rand der Menge

A =
{
(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x ∧

√
x2 + y2 ≤ 1 ∧ z ∈ [0, 1]

}
ist. Die Verwendung von Zylinderkoordinaten könnte sich als nützlich erweisen.

T10.4. Bestimmen Sie für die folgenden Anfangswertprobleme jeweils eine Lösung und bestimmen Sie zudem
das maximale Existenzintervall.

(a) y′ =
x

y
+

1

y
mit y(x0) = −2 wobei x0 = 1 und

(b) y′ =
1

y(1 + 1
ex )

mit y(x0) = 1 wobei x0 = 1 ist.

Die Tutoraufgaben werden vom 03.07.2017 besprochen.


