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sichtigt.

Nur von der Aufsicht auszufüllen:

Hörsaal verlassen von . . . . . . . . bis . . . . . . . .

Vorzeitig abgegeben um . . . . . . . .

Besondere Bemerkungen:

Musterlösung

. . . . . . . . . . . . . . . .
Note

I II

1

2

3

4

5

6

7

8

9

∑

I . . . . . . . . . . . . . . . .
Erstkorrektur

II . . . . . . . . . . . . . . . .
Zweitkorrektur





1. Fourierreihen (12 Punkte)
Sei f 2π-periodisch mit f(t) = t2 für t ∈ [−π, π[.

(a) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten f̂k von f .

(b) Die Fourierreihe von f an der Stelle t ist Sf(t) =
∞∑

k=−∞
f̂ke

ikt. Begründen Sie kurz, warum

folgende Aussagen wahr oder falsch sind.

(i) Sf konvergiert gleichmäßig auf jedem Kompaktum.

wahr wegen (ii), bzw. weil f stetig und stückweise stetig differenzierbar ist.

(ii) Sf konvergiert gleichmäßig.

wahr wegen (iv), bzw. weil f stetig und stückweise stetig differenzierbar ist.

(iii) Sf(t) konvergiert absolut für jedes t.

wahr wegen (iv), bzw. weil 2
k2 eine integrierbare Majorante von Sf(t) für jedes t ist.

(iv) Sf konvergiert normal.

wahr, weil 2
k2 eine integrierbare Majorante von Sf , unabhängig von t, ist.

Lösung:

(a) f̂k
[1]
=

π∫
−π

t2e−ikt dt
2π

[2]
= 1

2π

[
t2

e−ikt

−ik

]π

−π︸ ︷︷ ︸
=0

− 1
2π

π∫
−π

2t e−ikt

−ik dt
[1]
= − 1

2π

[
2t e−ikt

−k2

]π
−π

+ 1
2π

π∫
−π

2
e−ikt

−k2
dt

︸ ︷︷ ︸
=0

[1]
= 1

πk2

(
π(−1)k − (−π)(−1)k

) [1]
= 2(−1)k

k2 für k 6= 0.

Außerdem ist f̂0 =
π∫
−π

t2 dt
2π = 1

2π [ t3

3 ]π−π = π2

3 .

(b) s.o.



2. Matrixexponential (10 Punkte)

Sei A =
(

0 4
1 0

)
.

(a) Geben Sie die Eigenwerte λ1 und λ2 zu den Eigenvektoren b1 =
(
2
1

)
und b2 =

(
2
−1

)
von A an.

λ1 = 2 λ2 = −2

(b) Berechnen Sie damit das Matrixexponential etA (Rechenweg wird gewertet).

(c) Wie lautet die Lösung der AWA y′ = Ay, y(1) =
(
0
1

)
?

Lösung:

(a) Ab1 =
(
4
2

)
= 2b1, Ab2 =

(−4
2

)
= −2b2

(b) Mit B = (b1 b2) =
(

2 2
1−1

)
ist

etA [1]
= Be

t

0@2 0
0−2

1A
B−1

=
(

2 2
1−1

)(
e2t 0
0 e−2t

)(
2 2
1−1

)−1

[2]
= −1

4

(
2e2t 2e−2t

e2t −e−2t

)(
−1−2
−1 2

)
[1]
=

(
1
2(e2t + e−2t) e2t − e−2t

1
4(e2t − e−2t) 1

2(e2t + e−2t)

)
[1]
=
(

cosh 2t 2 sinh 2t
1
2 sinh 2t cosh 2t

)

(c) y(t) = e(t−1)A

(
0
1

)
=
(

2 sinh 2(t− 1)
cosh 2(t− 1)

)
.



3. Komposition Lipschitz-stetiger Funktionen (9 Punkte)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Funktionen f, g : X → X seinen Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante L bzw. M .

(a) Man zeige: f ◦ g ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante LM .

(b) Geben Sie eine hinreichende Bedingung dafür an, dass f ◦ g eine Kontraktion ist.

LM < 1

(c) Man gebe konkret einen metrischen Raum (X, d) und zwei Funktionen f, g : X → X an, die
kleinstmögliche Lipschitz-Konstanten L = M = 2 haben, für die f ◦ g eine Kontraktion ist.

Lösung:

(a) Es gilt d(f(x), f(y)) ≤ Ld(x, y) und d(g(x), g(y)) ≤ Md(x, y) für alle x, y ∈ X.
Somit ist

d(f ◦ g(x), f ◦ g(y)) = d(f(g(x)), f(g(y))) ≤ Ld(g(x), g(y)) ≤ LMd(x, y),

d.h. f ◦ g ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante LM .

(b) f ◦ g ist eine Kontraktion, wenn eine Lipschitz-Konstante < 1 angegeben werden kann.

(c) (X, d) = (R2, ‖ · ‖2) , f : (x, y) = (2x, 0), g(x, y) = (0, 2y).

f ◦ g(x, y) = (0, 0)

ist offenbar Kontraktion (Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 0).

Anderes Beispiel: (R, | · |), f(x) = max{2x, 0}, g(x) = max{−2x, 0}.



4. Differenzierbarkeit (12 Punkte)
Die Funktion f : R2 → R sei definiert durch

f(x, y) :=

{
x2y

x2+y2 , (x, y) 6= 0,

0, (x, y) = 0.

(a) Sei v = (1, 1) ∈ R2. Man berechne

∂vf(0) = 1
2 ∂1f(0) = 0 ∂2f(0) = 0

(b) Zeigen Sie, dass f im Ursprung stetig ist.

(c) Zeigen Sie, dass f im Ursprung nicht total differenzierbar ist.

Lösung:

(a) Die Richtungsableitung von f im Ursprung in Richtung v ist

∂vf(0) = lim
t→0

f(t, t)− f(0)
t

= lim
t→0

(
t3

tt2(1 + 1)
− 0
)

=
1
2
.

Wegen f(x, 0) = 0 ist ∂xf(0, 0) = 0 und wegen f(0, y) = 0 ist ∂yf(0, 0) = 0

(b) Für (x, y) 6= 0 ist

|f(x, y)− f(0, 0)| =
∣∣∣∣ x2y

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ (x2 + y2)
√

x2 + y2

x2 + y2
≤
√

x2 + y2.

f ist also im Nullpunkt Lipschitz-stetig mit Konstante 1 und damit stetig .

(c) Es ist grad f(0) = (∂1f(0), ∂2f(0)) = (0, 0) wegen (a).
Wäre f bei 0 total differenzierbar, so könnte man die Kettenregel anwenden.
Somit hätte man

∂vf(0) = d
dtf(t, t)

Kettenregel
= 〈grad f(0),

(
1
1

)
〉 = 0,

im Widerspruch zu (a).



5. Taylor-Formel (10 Punkte)
Gegeben sei eine Funktion f ∈ C4(R2) mit

f(0) = 3, ∂2
1f(0) = ∂1∂2f(0) = ∂2∂1f(0) = −2, ∂3

2f(0) = ∂2
1∂2f(0) = ∂1∂2∂1f(0) = ∂2∂

2
1f(0) = 1.

Alle nicht angegebenen ersten, zweiten und dritten partiellen Ableitungen sind im Nullpunkt gleich 0.

(a) Wie lautet explizit die Taylorentwicklung bis zur dritten Ordnung von f im Entwicklungspunkt
0 ∈ R2?

f(x, y) = 3− x2 − 2xy +
1
6
y3 +

1
2
x2y +R4(x, y)

(b) Für welche k ∈ N0 kann man lim
(x,y)→0

R4(x,y)√
x2+y2

k = 0 folgern?

�X k = 0 �X k = 1 �X k = 2 �X k = 3 � k = 4 � k = 5

(c) Wie lautet die Taylorentwicklung von g(t) = f(5t, t) bis zur dritten Ordnung in t im Entwick-
lungspunkt 0 explizit?

g(t) = 3− 35t2 +
38
3

t3 +R4(t)

Lösung:

(a) f(x, y) =
∑

ν∈N2
0

|ν|≤3

∂νf(0,0)
ν! xν1yν2 = f(0) + ∂2

1f(0)
2!0! x2 + ∂1∂2f(0)

1!1! xy + ∂3
2f(0)
0!3! y3 + ∂2

1∂2f(0)
2!1! x2y + R4(x, y).

(b) Nach dem Satz von Taylor ist R4(x, y) = o(|(x, y)|3). D.h., lim
(x,y)→0

R4(x,y)√
x2+y2

k = 0 für k = 3 und

damit auch für k ≤ 3.

(c) g(t) = f(5t, t) = 3− 25t2 − 10t2 + 1
6 t3 + 25

2 t3 + R̃4(t) = 3− 35t2 + 38
3 t3 + R4(t).



6. Implizit definierte Funktionen (8 Punkte)
Sei f(x, y, z) = xz−eyz−x und P = (2, 4, 1

2). Es gilt f(P ) = 0. Die Gleichung f(x, y, z) = 0 soll in einer
Umgebung des Punktes P lokal nach z aufgelöst werden. Man erhält die Funktion (x, y) 7→ z̃(x, y).

(a) Berechnen Sie grad f(x, y, z).

grad f(x, y, z) =

 z + eyz−x

−zeyz−x

x− yeyz−x



(b) Wie lautet die Formel für grad z̃(x, y) für (x, y) aus dem Definitionsbereich von z̃?

grad z̃(x, y) =

−∂xf(x, y, z̃(x, y))
∂zf(x, y, z̃(x, y))

−∂yf(x, y, z̃(x, y))
∂zf(x, y, z̃(x, y))



(c) Berechnen Sie grad z̃(2, 4).

∂xz̃(2, 4) =
3
4

∂y z̃(2, 4) = −1
4

Lösung:

(a) Es ist
grad f(x, y, z) = (z + eyz−x,−zeyz−x, x− yeyz−x).

(b) s.o.

(c) Zunächst ist f(2, 4, 1
2) = 0, also ist P = (2, 4, 1

2) eine Lösung.
Mit (a) ist grad f(P ) = grad f(2, 4, 1

2) = (3
2 ,−1

2 ,−2). Insbesondere ist ∂zf(P ) 6= 0. Nach dem
Satz über implizite Funktionen ist

∂tz̃(2, 4) =−
∂f
∂x (P )
∂f
∂z (P )

= −
3
2

−2
=

3
4
,

∂xz̃(2, 4) =−
∂f
∂y (P )
∂f
∂z (P )

= −
−1

2

−2
= −1

4
.



7. Extrema mit Nebenbedingungen (8 Punkte)
Wenden Sie die Methode des Lagrange-Multiplikators an, um die Kandidaten für lokale Extremwerte
der Funktion f(x, y) = x2 + y2 unter der Nebenbedingung x + y2 = 1 zu finden.
Lösung:

Die Nebenbedingung kann geschrieben werden als g(x, y) = 0 mit g(x, y) = x + y2 − 1 = 0.

Es gilt grad g(x, y) =
(−1

2y

)
6= 0.

Für einen Extremwert (x, y) von f unter der Nebenbedingung g(x, y) = 0 gilt

grad f(x, y) = λgrad g(x, y)

mit λ ∈ R. Wegen grad f(x, y) =
(
2x
2y

)
, ist dass gleichbedeutend mit

2x = λ, 2y = 2λy, x + y2 − 1 = 0

1.Fall: y = 0, damit ist x = 1, λ = 2.

2.Fall: y 6= 0, dann ist λ = 1 und 2x = 1, bzw., x = 1
2 . Eingesetzt in die Nebenbedingung ergibt sich

y2 = 1− 1
2 = 1

2 , bzw. y = ± 1√
2

Insgesamt erhält man als Kandidaten für lokale Maxima und Minima die drei Punkte (1, 0), (1
2 , 1√

2
)

und (1
2 ,− 1√

2
)



8. Leibnizregel, Kettenregel (8 Punkte)

(a) Sei F (x) :=
x∫
1

f(x, y)dy mit f(x, y) = e−xy

y für (x, y) ∈ R+ ×R+. Berechnen Sie F ′(x) für x > 0.

F ′(x) =
2e−x2

x
− e−x

x

(b) Sei f : Rn×n → R, f(X) = exp(Spur(X)). Geben Sie Definitions- und Wertebereich und die
Abbildungsvorschrift von Df(A) für A ∈ Rn×n explizit an.
Hinweis: Spur : Rn×n → R ist linear.

Df(A) : Rn×n → R, Df(A)(X) = exp(Spur(A))Spur(X)

Lösung:

(a) f ist auf R+ × R+ beliebig oft stetig partiell differenzierbar. Mit der Leibnizregel gilt also

F ′(x) = f(x, x) +

x∫
1

∂1f(x, y)dy =
e−x2

x
+

x∫
1

(−e−xy)dy =
e−x2

x
+
[
e−xy

x

]x

1

=
2e−x2

x
− e−x

x

(b) Die Ableitung f : Rn×n → R an der Stelle A ist eine (lineare) Funktion vom gleichen Typus,
Df(A) : Rn×n → R. Nun ist f(X) = exp ◦ Spur(X). Da Spur linear ist, ist D Spur(A)(X) =
Spur(X). Mit der Kettenregel also

Df(A)(X) = D exp(Spur(A)) ◦D Spur(A)(X) = exp(Spur(A))Spur(X).



9. Gewöhnliche Differentialgleichungen (6 Punkte)
Gegeben sei die AWA y′ = y2 + 1, y(0) = 1. Wie lautet die Lösung dieser AWA mit maximalem
Lösungsintervall.
Lösung:

Separation der Variablen ergibt ∫
dy

1 + y2
= t + C,

bzw.
arctan y = t + C

Um die Anfangsbedingung zu erfüllen, muss arctan y(0) = 0 + C, bzw. C = arctan 1 = π
4 gelten. Nun

ist der Bildbereich von arctan gleich ]−π
2 , π

2 [. Somit ist die Umkehrung für t + C ∈]−π
2 , π

2 [ definiert,
bzw. für t ∈]−3

4π, 1
4π[. Somit ist y :]−3

4π, 1
4π[→ R, y(t) = arctan(t + π

4 ) die Lösung des AWA mit
maximalem Definitionsbereich. Es kann keine auf einem größeren Lösungsintervall definierte Lösung
geben, da y(t) →∞ für t → 1

4π und y(t) → −∞ für t → −3
4π.




