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1. Fourierreihen (12 Punkte)
Sei f 2m-periodisch mit f(t) = 2 fiir t € [—7,7[.

(a) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten fj, von f.

o ~ .
(b) Die Fourierreihe von f an der Stelle t ist Sf(t) = . fre*. Begriinden Sie kurz, warum

k=—0o0
folgende Aussagen wahr oder falsch sind.

(i) Sf konvergiert gleichméfig auf jedem Kompaktum.

wahr wegen (ii), bzw. weil f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist.

(ii) Sf konvergiert gleichméBig.

wahr wegen (iv), bzw. weil f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist.

(iii) Sf(t) konvergiert absolut fiir jedes t.

wahr wegen (iv), bzw. weil k% eine integrierbare Majorante von S f(t) fiir jedes ¢ ist.

(iv) Sf konvergiert normal.

wahr, weil 1722 eine integrierbare Majorante von S f, unabhéingig von ¢, ist.

LOSUNG:
P T o a1 [T ekt g [ 1 [ ekt 1 i
(a) k:_f7rte e = 2w U op —ﬂ_jﬂ% kdt:—g[% kQ}W+g 2t
# —m
W (r(—1)k = (—m)(—1)F) B 2CD0 gy g 20,
AuBerdem ist fo = _f ¢2dL — %[%iﬂ = %2

(b) s.o.




2. Matrixexponential (10 Punkte)

. 04
Sei A = (10).

a) Geben Sie die Eigenwerte A\; und \s zu den Eigenvektoren b; = (2) und by = (%) von A an.
1 1

(b) Berechnen Sie damit das Matrixexponential ¢4 (Rechenweg wird gewertet).

(c) Wie lautet die Losung der AWA ' = Ay, y(1) = ((1))?

LOSUNG:
(a) Aby = (3) = 2by, Aby = (3') = —2by

(b) Mit B = (by by) = G _21> ist

. 20
etA[é]Be 0-2 B!
(22 (e 0\ /22"
T \1-1 0e2)\1-1
2] 1 (2 2e7 (12
T4\ et 2t -1 2
[_] %(62t+6_2t) eZt_e—Zt
%(ezt _ e—Qt) %(6215 + e—2t)
cosh 2¢ 2sinh 2¢
%sinh 2t cosh 2t

(c) y(t) = et=1A (g) _ <2czi$22ét_—11)>)_




3. Komposition Lipschitz-stetiger Funktionen (9 Punkte)
Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Funktionen f,g : X — X seinen Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante L bzw. M.

(a) Man zeige: f o g ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante LM.

(b) Geben Sie eine hinreichende Bedingung dafiir an, dass f o g eine Kontraktion ist.

LM <1

(c) Man gebe konkret einen metrischen Raum (X,d) und zwei Funktionen f,g : X — X an, die
kleinstmogliche Lipschitz-Konstanten L = M = 2 haben, fiir die f o g eine Kontraktion ist.

LOSUNG:

(a) Es gilt d(f(x), f(y)) < Ld(x,y) und d(g(z),g(y)) < Md(z,y) fiir alle z,y € X.
Somit ist

d(fog(x), fogly)) =d(f(9(x)), f(9(y))) < Ld(g(x), 9(y)) < LMd(z,y),
d.h. f o g ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante LM.

(b) f o g ist eine Kontraktion, wenn eine Lipschitz-Konstante < 1 angegeben werden kann.
(©) (X,d) =R |- ll2), f: (x,y) = (22,0), g(z,y) = (0,2y).
fog(z,y)=(0,0)

ist offenbar Kontraktion (Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 0).
Anderes Beispiel: (R, |-|), f(z) = max{2z,0}, g(z) = max{—2z,0}.




4. Differenzierbarkeit (12 Punkte)
Die Funktion f :R? — R sei definiert durch

2

— %a (ZL‘, y) 7& 07
f(xvy) T { +y0’ (x,y) =0.

(a) Sei v = (1,1) € R% Man berechne

0o f(0) = 3 91f(0) =0 92f(0) =0

(b) Zeigen Sie, dass f im Ursprung stetig ist.
(c) Zeigen Sie, dass f im Ursprung nicht total differenzierbar ist.

LOSUNG:

(a) Die Richtungsableitung von f im Ursprung in Richtung v ist

L f) - f0) £ 1
avf@)—%ﬂ%t—}%(m(lm‘(’)—g-

Wegen f(z,0) =0 ist 9, £(0,0) = 0 und wegen f(0,y) =0 ist 9,f(0,0) =0
(b) Fiir (z,y) # 0 ist

w2y 22 + 2\ /72 + o2

f ist also im Nullpunkt Lipschitz-stetig mit Konstante 1 und damit stetig .

(c) Esist grad £(0) = (01/(0),82f(0)) = (0,0) wegen (a).
Wire f bei 0 total differenzierbar, so kénnte man die Kettenregel anwenden.
Somit hdtte man

0uf(0) = & £(t.1) "= (grad £(0), G)> —0,

im Widerspruch zu (a).




5. Taylor-Formel (10 Punkte)
Gegeben sei eine Funktion f € C*(R?) mit

F0)=3, 07f(0) = 0102f(0) = 201f(0) = =2, 93f(0) = 0702£(0) = 010201 f(0) = 207 £(0) = 1.
Alle nicht angegebenen ersten, zweiten und dritten partiellen Ableitungen sind im Nullpunkt gleich 0.

(a) Wie lautet explizit die Taylorentwicklung bis zur dritten Ordnung von f im Entwicklungspunkt
0 € R??

1 1
flz,y) =3 —a% —2zy + gy?’ - §x2y +Ry(z,y)

(b) Fiir welche k € Ny kann man  lim Ra(z,y)

(@y)—0 /7212
Nk=0 Kk=1 NXk=2 NXk=3 Ok=4 Ok=5

= 0 folgern?

(c) Wie lautet die Taylorentwicklung von g(t) = f(5¢,t) bis zur dritten Ordnung in ¢ im Entwick-
lungspunkt 0 explizit?

38
g(t) = 3 — 35t + ?t:)’ +Ry(t)

LOSUNG:

v f(0, 92 f(0 8,0 a3f(0 8202 f(0
(a) flay)= 5 POy = f(0) + O + OGPy + OGPy + g ey + Ra(a,y).
veN
V<3

b) Nach dem Satz von Taylor ist Rs4(x,y) = o(|(z,y)[?). D.h., lim Malzy) 0 fiir k = 3 und
(b) y a(z,y) = o(|(z,y)[") wm

damit auch fir £ < 3.

(c) g(t) = f(5t,t) = 3 —25t2 — 102 + 23 + 243 4+ Ry(t) = 3 — 35t + 243 + Ry ().




6. Implizit definierte Funktionen (8 Punkte)
Sei f(z,y,z) =xz—e¥* " und P = (2,4, %) Es gilt f(P) = 0. Die Gleichung f(x,y, z) = 0 soll in einer
Umgebung des Punktes P lokal nach z aufgelést werden. Man erhilt die Funktion (z,y) — Z(z,y).

(a) Berechnen Sie grad f(z,y, 2).

z + e'yZ—IE
grad f(l', Y, Z) = —zeV* "
x — ye¥* %

(b) Wie lautet die Formel fiir grad Z(z, y) fiir (z,y) aus dem Definitionsbereich von 27

— gx.Jf[:Exa y; %ECE’ y;;
~ . 2J\L, Y, 2\Z, Y
Bred 2 = oy (e, 2(e,)
9:-f(@,y, 2(x,y))
(c) Berechnen Sie grad 2(2,4).
3 1
0:2(2,4) = 7 0y7(2,4) = —

LOSUNG:
(a) Es ist
grad f(x7 v, Z) — (Z + 692—:1?7 _ZeyZ—:E’ T — yeyz—m).
(b) s.o.
(c) Zunichst ist f(2,4,3) =0, also ist P = (2,4, 1) eine Losung.
1t (a) 1st gra = gra ,4,5) = (5,—35,—2). Insbesondere ist 0, . Nach dem
Mi i df(p df(2,4,1 3, —3,—2). Insbesondere ist 0, f(P) # 0. Nach d
Satz iiber implizite Funktionen ist
of 3
0:3(2,4) = — gﬁ(P) —_2 _ §,
&(P) -2 4
of 1
8&2@—_@U”__:2__1
T ) - Bl - - .
oy 2




7. Extrema mit Nebenbedingungen (8 Punkte)
Wenden Sie die Methode des Lagrange-Multiplikators an, um die Kandidaten fiir lokale Extremwerte
der Funktion f(z,y) = 22 + y? unter der Nebenbedingung z + y? = 1 zu finden.

LOSUNG:

Die Nebenbedingung kann geschrieben werden als g(x,%) = 0 mit g(z,y) =z +y*> — 1 = 0.

Es gilt grad g(z,y) = (5;) #0.
Fiir einen Extremwert (x,y) von f unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0 gilt

grad f(z,y) = Agrad g(z,y)

mit A € R. Wegen grad f(z,y) = (g;), ist dass gleichbedeutend mit
2z = A, 2y = 2y, r+y?—1=0

1.Fall: y =0, damit ist x =1, A = 2.

2.Fall: y # 0, dann ist A = 1 und 2z = 1, bzw., x = % Eingesetzt in die Nebenbedingung ergibt sich
y2:1—%:%,bzw.y:i%

)

Insgesamt erhilt man als Kandidaten fiir lokale Maxima und Minima die drei Punkte (1,0), (%,

und (%,—%)

Sl




8. Leibnizregel, Kettenregel (8 Punkte)

(a) Sei F(z) := [ f(x,y)dy mit f(z,y) = <~ fiir (x,y) € RT x RT. Berechnen Sie F’(x) fiir > 0.

Y

—e—

(b) Sei f: R™™ — R, f(X) = exp(Spur(X)). Geben Sie Definitions- und Wertebereich und die
Abbildungsvorschrift von Df(A) fiir A € R™*™ explizit an.
HiNwEIs: Spur : R™*" — R ist linear.

Df(A):R™" - R, Df(A)(X) = exp(Spur(A))Spur(X)

LOSUNG:

(a) f ist auf RT x R beliebig oft stetig partiell differenzierbar. Mit der Leibnizregel gilt also

T T T 1

F/(m) = f(z,z) + /alf(m,y)dy _ e * N /(_e_gcy)dy _ e . [ea:y]
1 1

2~ @

x x

(b) Die Ableitung f : R™™ — R an der Stelle A ist eine (lineare) Funktion vom gleichen Typus,
Df(A) : R™™ — R. Nun ist f(X) = exp o Spur(X). Da Spur linear ist, ist D Spur(A4)(X) =
Spur(X). Mit der Kettenregel also

Df(A)(X) = Dexp(Spur(A)) o D Spur(A)(X) = exp(Spur(A4))Spur(X).




9. Gewdhnliche Differentialgleichungen (6 Punkte)
Gegeben sei die AWA ¢/ = y? + 1, y(0) = 1. Wie lautet die Losung dieser AWA mit maximalem

Losungsintervall.
LOsuNG:

Separation der Variablen ergibt

dy
[ e

arctany =t + C

bzw.

Um die Anfangsbedingung zu erfiillen, muss arctany(0) = 0 + C, bzw. C' = arctan 1 = 7 gelten. Nun
ist der Bildbereich von arctan gleich |—7, 7[. Somit ist die Umkehrung fiir ¢ + C' €]—F, 5[ definiert,
bzw. fiir t €]—2m, 37[. Somit ist y :]— 37, 7[— R, y(t) = arctan(t + I) die Loésung des AWA mit
maximalem Definitionsbereich. Es kann keine auf einem grofieren Losungsintervall definierte Losung

geben, da y(t) — oo fiir t — 1r und y(t) — —oo fiir t - —37.







