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Zentralübung

63. Die multinomische Formel

Man zeige für x ∈ Rn, k ∈ N0

(x1 + · · ·+ xn)k =
∑

i∈{1,...,n}k

xi1 · · ·xik =
∑

ν∈Nn
0 ,|ν|=k

k!
ν!

xν .

64. Taylor-Entwicklung

Bestimmen Sie die Taylorentwicklung der folgenden Funktionen bis zur zweiten Ordnung.

(a) f(x, y) = 1+x2−2y2
√

4+xy
im Entwicklungspunkt (0, 0),

(b) f(x, y) = x2 sin xy
2 im Entwicklungspunkt (1, π).

65. Lineare Ausgleichsrechnung

(a) Sei M ∈ Rn×2, mit MT M invertierbar, y ∈ Rn. Finden Sie das Minimum der Funktion
F : R2 → R, F (α) = |y −Mα|2.

(b) Seien (vi, ai) ∈ R2, i = 1, . . . , 100, Messwerte der Geschwindigkeit und Beschleunigung
eines Autos jeweils zu den Zeiten ti, ti < ti+1. Das Auto wurde auf ebener Strecke zur
Zeit t0 < t1 ausgekuppelt und rollte aus. Gesucht sind die Koeffizienten der Funktion
a(v) = µ + βv2, aus denen sich Rollreibung und Luftwiderstandsbeiwert des Autos
bestimmen lassen, so dass die quadratische Abweichung

∑
i
|ai − a(vi)|2 minimal ist.

Geben Sie explizite Formeln für µ, β an.

Hausaufgaben

66. Taylorformel konkret

(a) 49 nummerierte Bälle werden aus einer großen Kiste in zufälliger Reihenfolge gezogen
und dabei auf zwei Kisten verteilt, so dass die ersten 43 Bälle in die erste, und der
Rest in die zweite Kiste kommen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie die
Nummern der Bälle in der ersten Kiste korrekt vorhersagen?

(b) Sie wollen alle 12-ten partiellen Ableitungen von f ∈ C12(R2) berechnen. Wieviele
gibt es insgesamt? Wieviele müssen Sie wegen des Satzes von Schwarz tatsächlich nur
berechnen? Wieviele partielle Ableitungen sind gleich ∂3

1∂9
2f?

(c) Sie wollen alle fünften partiellen Ableitungen von f ∈ C12(R3) berechnen. Wieviele
gibt es insgesamt? Wieviele müssen Sie wegen des Satzes von Schwarz tatsächlich nur
berechnen? Wieviele partielle Ableitungen sind gleich ∂2

1∂3
2f?

(d) (*) Finden Sie eine Formel für die Anzahl der verschiedenen k-ten Ableitungen für
eine Funktion mit n Variablen!



67. Taylorentwicklung entlang einer Geraden

f ∈ C∞(Rn), h ∈ Rn, γ : R → Rn, γ(t) = th und g : R → R, g(t) = f ◦ γ(t).

(a) Man zeige für k ∈ N0

g(k)(t) =
∑

i∈{1,··· ,n}k

(∂ik · · · ∂i1f)(th)hi1 · · ·hik =
∑

ν∈Nn
0 ,|ν|=k

k!
ν!

∂νf(th)hν .

Hinweis: Sie können sich auf Aufgabe 63 beziehen.

(b) die Taylorreihe von g konvergiere in einer Umgebung der 0 gegen g. Bestätigen Sie
für kleine t

f(th) =
∑

ν∈Nn
0

∂νf(0)
ν!

(th)ν .

68. Quadratisches Ergänzen

Sei A ∈ Rn×n symmetrisch und invertierbar, b ∈ Rn.

(a) Bestimmen Sie den stationären Punkt x0 von F : Rn → R,

F (x) = 1
2xT Ax + bT x,

und geben Sie Bedingungen dafür an, dass x0 ein lokales Minimum ist.
Hinweis: Vergleichen Sie die Taylorformel bis zur zweiten Ordnung im Entwicklungs-
punkt x mit F (x + h).

(b) Seien λ1, . . . , λn > 0 die Eigenwerte von A und (b1, . . . , bn) eine zugehörige Or-
thonormalbasis aus Eigenvektoren. Geben Sie explizit eine bijektive Transformati-
on Φ : Rn → Rn und ihre Umkehrfunktion an, so dass für F̃ = F ◦ Φ einfach
F̃ (y) = F (x0) + ‖y‖2 gilt. Begründen sie warum x0 absolutes Minimum von F ist.

69. Extremwertbestimmung

Bestimmen Sie für die Funktion f(x, y) = y4 − 3xy2 + x3

(a) (i) eine Funktion, deren Graph Tangentialebene an den Graph Gf bei (0, 1) ist,
(ii) eine quadratische Funktion, die mit f bis zu den zweiten Ableitungen im Punkt
(x0, y0) übereinstimmt,

(b) lokale und globale Extremstellen und Sattelpunkte,

(c) Maximum und Minimum für (x, y) ∈ [−5
2 , 5

2 ]× [−2, 2].

Abgabe der Hausaufgaben: 05.07.2010, bis 11:30 im Briefkasten oder zu Beginn der Zentralübung


