Bsp.:
rourty-uytu==c

Gesucht sind alle Losungen u(x.y), die fir z > 0
definiert sind.

Die zugehorige Rumpf-Dgl haben wir schon gelost
und als eine Losung gefunden:

Y
u = =,
£I
Wir wahlen daher
g i E n.==x
I
als neue Variablen. Mit u(xz,y) =: U(&,n) ist

dann
r-Up YUy u =
— - (E”rgfx + DTF?T?I:} +y- {Us;“fy + Ur?’-'“?y) + U =

= U - (€ + y&y) + Un - (2ne +ymy) + U

Weil £ eine Losung der Rumpf-Dal ist, bleibt
also nur noch stehen:

T-Up + YUyt u=

— U?;r - (zne + y??y) + U
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Wegen n; = 1,7, = 0 und

T =1, Yy =&n
lautet die transformierte Dagl:

Up-(n4+0)4+U=n.

Das ist eine gew. Dgl, eine lineare Dgl 1. Ord-
nung, die man konventionell |6sen kann. Kurzer:

[*TJ}"’?‘!_U:T?

Un)y =n=

1 |
Un = 5n° + ¢(&)

L _n, o)

U=g+=
oz o(¥)

H_E—l_ xT

Dabei ist ¢ eine beliebige C'1-Funktion einer Va-
riablen, in die man g einsetzt.

In & stecken die Integrationskonstanten.
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12 Fourier-Reihen

Zur Behandlung der Warmeleitungsgleichung er-
fand Joseph Fourier (1768 - 1830) eine damals
neue Methode mit trigonometrischen Reihen.

12.1 Trigonometrische Polynome

Ein trigonometrisches Polynom ist eine Funk-
tion f: R — R der Gestalt

N
f(t) = %?— -+ Z (an cosnwt 4+ bn sin nwt).

n—1
Dabei ist N e ¥, ag € R und a,. b, € R fur 1 <
n < N.

an, bn ... Koeffizienten von f
N ...Grad von f, falls (ay,by) 7= (0,0).

Der erste Summand sp 1= F—'ﬁ@ von f ist kKonstant.
Der zweite Summand s1(t) 1= aq coswit+by sinwt
von f hat die Periode E—T

Er ist %T-—r_}ericrdisch.

VWas heiBt das?
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27
sl(t—l———?: =s5(t) Ve R

L/

Daraus folgt:

2
s1(t4+k -2y =s;() VEERY kEZ
Lt

Der dritte Summand a- cos 2wt 4 bo sin 2wt von
f hat die Periode 5T.
Der vierte Summand a5 cos 3wt + by sin 3wt von
f hat die Periode 2Z.

Alle Summanden von f haben die gemeinsame
Periode 2%,
Lt

Die Funktion f ist 2%-periodisch.

;..:-L-'
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f(x) = sin(x):

N

0&E ; :

o4b \

D2}/ \

of :
-0.2} ‘n /
04} Y /
~06} \ /
~08| \

R . . . A4

M) 1 b ] 9 & i il

1.5

f h
* \
osf /
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f(z) = sin(z) + 8102z 4 sin3z,

1.5 llll/_\;.lllll

~0.5T

-15 -
”

f(z) = sin(xz) + ,5%25 4 5Fﬂ333: + 5;;-;44:5:

2
1 5 B ll_,--"'\-.h"'l\.
}
it ."I \\1\\
|I el
05|/ \
|
1
of -
-05
-
-15
- ; é
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Sin4x Sinba.
4z 4 sinbe.

f(z) = sin(z) + 02z 4 sinda

2
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Der Graph scheint einer " Sagezahnkurve” im-
mer ahnlicher zu werden.

Die Funktionen cos kwt und sin kwt sind
2T

m—periadisch.
Die Funktionen cos k&t und sin kt sind
2T

=--periodisch.

Aus den Graphen der einfacheren Funktionen
coskt und sinkt erhalt man die Graphen von
cos kwt und sin kwt durch Strecken in t-Richtung

mit dem FakKtor %}

Es reicht "im Prinzip"”, den Faktor w fur theo-
retische Uberlegungen wegzulassen, und die Er-
gebnisse hernach durch Streckung der t-Achse
zU transformieren.



12.1.1 Einige Relationen:
(Beweis in den Ubungen)

m
f cos(kx) -sin(ne)der =0 Vk.n c Z.

-

T
f sin(kz)-sin(nz)dz =0 Vk.n € Z mit k % dn.

T

T
/ cos(kx)-cos(nz)de =0 Vk.ncZ mit k & +n.

— T

f cos?(kz)dx = f” sin2(ka)de = (k€ Z\{0})

1T 1T

/” cos?(ka)dx = f lde =21 (k=0)
— T

—

T E T
f sin (;c:c)dm:f 0Ode=0 (k=0)
—1T

-
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12.1.2 Eine Skalarprodukt-Sprechweise

Sei [a.b] C R mit a < b ein abgeschlossenes In-
tervall.

Die Abbildung <, >, die fiir je zwei auf [a, b| ste-
tige reelle Funktionen f, g € C([a,b]) definiert
ist durch

b
< f9>= [ 1@)-g()da

heiBt ein Skalarprodukt auf dem Raum C{([a.b|)
der auf |a,b]| stetigen reellen Funktionen.

[F]l := x,.-"":f’i L=

heil3t die Norm von f.

Zwei auf [a, b] stetige reelle Funktionen f, g heiBen
zueinander orthogonal, wenn qilt:

< f,g >= 0.

Wir haben gesehen: Die Funktionen cos kz, sin nz,
k € Mg, n € N bilden ein Orthogonalsystem von
Funktionen.

Jede dieser Funktionen (auBer cos(0-x)) hat die
Norm /m. Die Funktion cos(0:z) hat die Norm

V2.

: - 1 1 i
Die Funktionen o coskx, (k € M) und
L. .sinnz, n € N bilden ein Orthonormalsy-

ﬁ

stem von Funktionen.
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12.1.3 Eigenschaften trigonometrischer PoO-
lynome:

Nullstellensatz: Ein trigonometrisches Polynom
vom Grad N mit der (kleinsten!) Periode 1" hat
in [t.t 4+ 7 mit t € R hochstens 2N Nullstellen.
(Doppelt soviele wie ein Polynom vom Grad N
in B.)

Satz vom Koeffizientenvergleich: Ist f(t) =
g(t) vVt € R fiir zwei trigonometrische Polynome
f und g mit

N
f(t) = azﬂ -+ Z (an cosnwt 4 bp sin nwt),
n=—1

N
g(t) = EED + Z (e cos nwt + dy, sin nwt),
n=—1

so ist a, = ¢, fur n € Ng und b, = d,, fur n € V.

Bem.: Der Satz vom Koeffizientenvergleich folgt
aus der (auf den ersten Blick) schwacheren Aus-
sage: Ist f(t) = 0 ¥ t € R fur das trigonometri-
sche Polynom
N
f(t) = E;@ -+ Z (an cosnwt 4+ b, sin nwt),
n—1
soista, =0=10, VnelNgV kel
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Formeln von Euler/Fourier:
Fur das trigonometrische Polynom

N
f(t) = 40 -+ Z (an cosnwt 4+ bp sin nwt)

2 n—1
gilt:
v [
a, = E-fu* F(t)-cos(kwt)dt k=0,1,2,....N
. 27
by, = ;[D“* F(t)-sin(kwt)dt  k=0.1,2,.. . N

(Gilt das auch flr bg7)

Wie sieht man das ein?
Das Skalarprodukt (z.B.) < f(t),sinkwt > ist
wegen der Orthogonalitatsrelationen gleich

b;f[“:'" sin2 kwt dt = by, - -
i }

L
und wegen der Definition des SKalarprodukts gleich

2

fD ©p(t) - sin(kwt)dt
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12.2 Trigonometrische Reihen
Sinnvoll sei der folgende Ausdruck:

flz) = ﬂ—; 1 ay cosa 4 by sinz4

+ascos(2x) + bosin(2x) + ... =

{%ﬂ - i (a;, cos(kx) + by sin(kxz)) (%)

k=1
Dann heiBt (*) eine trigonometrische Reihe.
(Was sinnvoll heiBt, legen wir bei einzelnen Aus-
sagen fest.)

Die N-te Partialsumme Sy (t) von (¥) ist der
Ausdruck

-

L Al
Sy(t) = Eﬂ—l_ Y (ajcos(kz)+4bysin(ka)) ().
k=1

Existiert

lim Sa(t)

N—o0
fur allet € R, so ist f eine 2w-periodische Funk-
tion.
Achtung: Dieser Grenzwert braucht fur kein t £
E zu existieren.

237



