Regeln fur das Faltungsprodukt:

(1) f+g=g=*TF,
(2) f*x(gxh)=(f*g)=*h,
(3) fx(@+h)=(f+g)+ (f=h),
(4) O f=0.
Wie sieht man das ein?
An einem Beispiel:
20 (1) (fr)® = [ glt—u)- f(u) du=
O
= [ 9(v) -t —v) d(—v) =

- f[;f(t— v) - g(v) dv=(g* F)(t)
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11.1.10 Potenzreihenansatz zur Losung
gewohnlicher Ddgln

Geqg.: Dgl der Gestalt

Ges.: Losung um xzg herum

Vorgehen:

1. Ansatz
)

y(x) = Z an(z — xg)"

n—>~0

2. Ableitungen bilden:

[

y'(z) = Y nan(z — z0)" 1
n=1
o
y'(z) = ) n(n—1)an(z — xo)" 2
n—=2=
usw. bis y(“}.
3. Potenzreihen fir y, v, ..., v in (*¥) ein-

setzen
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. In (*¥) sortieren nach aufsteigenden Poten-
zen von (z — xg).

(Die Klammern (z—zxg) nicht weiter ausmul-
tiplizieren!)

. Vor jedem der Ausdriicke (x—zg)™ muss jetzt
die Konstante Null stehen. Das gibt ein Glei-
chungssystem fur aqg, a1, ...

. Der Reihe nach ausrechnen: ag, a1, ... bis
zur gewunschten Genauigkeit.

. Potenzreihe mit berechneten a, hinschrei-

ben:
k

y(z) = ) an(z —ag)"

n—>0U
mit &k —= oc oder k .

. Wenn moglich Konvergenzradius bestimmen!
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Beispiel:

Geg.: Differentialgleichung

yu — yrz —|—:1TE
Ges.: Anfang einer Potenzreihe mit Entwick-
lungspunkt O fur y, so dass y die Dgl erfullt.

L osung:

Ansatz fur y:
y=ag+aix+ ._123;2 -+ a3$3 + a4;1r4 + a.5:::5 + ...
I 2 3 4
y = a1 + 2a-x + 3azx” + 4asx” + Sasx 4 ...

y" = 2a5 + 6aszz + 12a42° + 20agz> + . ..

usw. (Aber mehr brauchen wir nicht.)
’HE = ﬂ% + 4aiarx + (bajasz + 4&%):::2—]—

(8aias+12aza3)z>+(10a1as+16aras+9a3)z*+. . .
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

O:yu_yfz_mzz
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Ras + 6aszz + 12a42° + 20asz> + . ..
—(a% + 4ajaoz + (6ajas + 4a3)z°+

+(8ayaq + 12asa3)x> +...) — z°

Daraus folgt:
2ao = a%,

baz = 4ajao,

12a4 = 1 + 6aiaz + 4a3,

2{]&.5 == 8{11{14 —|— 12&-2&-3,

Wahlt man a1 =: ¢, so bekommt man

{IEZ%EE,

—_— 21 3 __ 1.3
{13_§§C —gf_".,

— 1
as = 75 (1 +2c* + c*) = 5 + 24,

as = 3 D - (8- 12{'—[—2-*: —I—QES}_ED::—I—l o
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So kann man weitermachen.

In der Rechnung kommt ag nicht vor. Es kann
offenbar beliebig gewahlt werden.

(Das liegt daran, dass in der Dgl y nicht vor-
kommt, sondern nur Ableitungen von y.)

Ergebnis:

_ 155,134 1 14, 4
y—ﬂ-ﬂ‘l‘ﬂiﬂ‘FECIﬂ ‘|—§C~T +(E+f—“_}c Y™
1 4155
+{3DE+56 s S

Wie bei einer Dgl 2. O. zu erwarten, hat man
eine zweiparametrige Losungsschar.

Man kann (i.a.) noch zwei Wiinsche an die Losung
aubBern.

Dieses Beispiel war einfach zu rechnen, aber nicht
betrachtet wurden z.B.:

die Genauigkeit der Losung:

der Konvergenzradius der Losung.
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11.1.11 Allgemeine Satze uber gewohnliche
Dgin

Existenzsatz von Peano:

Geg.: AWP

"= f(x,y), ylxo) =yo (%)
Vor.: In einem Rechteck R um (zg.yg) ist f ste-
tigr: R={(x,y) :xg—a <z < zq+ a,
yo—b=y<yo+blmtO<achk, 0O<beclk.

Beh.: (*) besitzt mindestens eine Losungskurve,
die sich bis zum Rand von R fortsetzen lasst.

Bew.: ohne
Bem.: Die Lésung muss nicht eindeutig sein!

Bsp.: y =2 = ¢ = 3z° =
y = 23 I6st das AWP o = 3.43.4(0) = 0
Aber das tut auch die Funktion f(z) = Ovx
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Eindeutigkeit der Losung expliziter gewaohnli-
cher Dgln 1. Ordnung

Im Existenzsatz von Peano ist die rechte Seite
f(xz,y) "nur stetig”.

Bei starkeren Voraussetzungen an f wird die
Losung eindeutig bestimmt.

Wann ist eine Losung sicher eindeutig?

Dafur wichtig ist eine Lipschitz-Bedingung:

Def.: Sei G C RB? ein Gebiet, f: G — R.

Dann sagt man: f erfullt auf G eine Lipschitz-
Bedingung (kurz: eine L-Bedingung) bezliglich
y, wenn gilt:

Es gibt eine Konstante L = 0, so dass gilt:

V(x,y1), (x,y2) € G :

|flz,y1) — flz,y2)| < L |yn — y2

Die Konstante L heil3t eine Lipschitz-Konstante,
kurz: eine L-Konstante.

Bem.: Das bedeutet ungefahr: Die Schnitte des
Graphen von f mit Parallelebenen zur yz-Ebene
haben uberall eine beschrankte Steigung.
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Def.: (lokale Lipschitz-Bedingung)

Sei G C R? ein Gebiet, f: G — R.

Dann sagt man: f erfullt auf G eine lokale
Lipschitz-Bedingung (kurz: eine lokale
L-Bedingung) beziiglich y, wenn gilt:

Zu jedem (xzg,yp) € G gibt es eine Umgebung U
von (xp,yp), so dass qilt:

Es gibt eine Konstante L = 0, so dass gilt:

7(x,y1), (z,y) €U :

| flzy1) — Flx,y2)| < L-|y1 — y2

Die Konstante L heiBt eine lokale Lipschitz-
Konstante, kurz: eine lokale L-Konstante.

Bem.: Bei einer lokalen Lipschitz-Bedingung wird
die lokale L-Konstante i.a. von der Umgebung U
abhangen.
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Eine Lipschitz-Bedingung gilt fur stetig par-
tiell ableitbare Funktionen

Satz: Sei G C B2 ein Gebiet, f:G— R.
Ist f stetig partiell nach y ableitbar, dann gilt
eine Lipschitzbedingung auf jedem Rechteck
R={(z,y):a<z<bh c<y<d}
das ganz in G liegt. Dabei ist a.b,c.d € K. Eine
Lipschitz-Konstante ist
L := Maa{|fy(z,y)| : (z,y) € R}

Frage: Warum braucht man ein Rechteck H?
Warum muss das Rechteck R ganz in &G liegen?
Warum, muss das Rechteck abgeschlossen sein?

Der Bewelis verwendet u.a. den MWS fur Funk-
tionen einer Veranderlichen.
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